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Théoremes d’intégration
Croissance de l’intégrale

Hypotheses :

f et g continues sur

Ve el, f(z) < g(x) /b f(z)dz < /bg(x)dx

(a,b) € I%,a <b

Linéarité de l’intégrale

Hypotheses :

f et g continues sur
(a,b) € I?, (o, B) € R?

/ab af(x) + Bg(r)dr = a/ab f(z)dz + B/abg(g;)dx

Inégalités
Inégalité triangulaire

Hypotheses :

f est continue sur [
(a,b) € I?,a <b

/abf(x)dx < /ab |f(x)’d:c

Inégalité de Cauchy-Schwarz

Hypotheses :

b 2 b b
f et g sont continues sur [ (/ f(z)g(x)dx) §/ f(x)de/ g(z)?dz

(a,b) € I%,a<b




Manceuvres
Intégration par par

Hypotheses :

ties

f et g sont C! sur I
(a,b) € I%,a <b

Changement de variable

Hypotheses :

f continue sur [
¢ :J — I sont C!
(a,b) € I’,a <b
(a,B) € J?,a = p(a),b=¢(B)

du
dt

) b
/ (0 ()t = / f(u)du

— = ¢/(t) donc du = ¢/ (t)dt

Regles de Bioche

Hypotheses : f est composée de fractions, sin, cos

,tan... (fonctions “simples”)

flw) #0et d(—u) =du = dar

t = cos(u)

— sin(u)du

fm—u)#0etd(r —u) =du =

t = sin(u)
dt = cos(u)du

fir+u)#0etdimn+u) =du =

t = tan(u)
_ d
dt = 150




Intégrales impropres

Convergence ou divergence

Va € [a,b], F(z) = f Alors I =

f converge en b < lim F(z) existe et est finie
[a,b] [a,b]

r—b—

Intégrales courantes

1
/ In(¢)d¢ converge en 0
0

—+o0
/ eftdt converge en + 00 <= K <0
0

Critére de Riemann

+oo
/ t—adt converge <= a > 1
a

+o00o 1
/ —dt diverge Va
tOL
0

b
t—adt diverge <— a <1

0

Intégrale faussement impropre

b
Si f est continue sur |a,b] et a une limite finie en a™, / f converge en a
a

Convergence par majoration

Si f est cpm et positive sur [a, b],
[a,b]

T
f converge <= F:x+— / f(t)dt est majorée
a

Comparaison des fonctions

Ne pas comparer les intégrales, comparer les fonctions

Comparaison des ~, o et O

Ne pas comparer les intégrales, comparer les fonctions

Si f et g sont cpm sur [a,b] et Vt € [a,b], f(t) < g(t),

g
/ g converge — f converge et / f< / g
[a,b] la,b] la,b] [a,b]

f diverge — g diverge
la,b] [a,b]

Si f et g sont cpm sur [a, b et g est positive,

/ g converge —> f converge
f=0(g) = {7 [t
f diverge — g diverge
la,b] [a,b]
f=ol9) = Idem
f=~(g) = / f converge <= g converge
[a,b] la,b]




Comparaison et convergence absolue

Ne pas comparer les intégrales, comparer les fonctions

Si f et g sont cpm sur [a, b et g est positive,
F=0(g) et f[a,b[g converge =—> f[a,b[ f converge absolument et f[x,b[ f= O(f[z7b[g>

f=0(g) et [0 diverge = [, . f = O(j‘[ayz[g>

Idem pour f =o(g) et f =~ (g)
Idem pour d’autres formes d’intervalles

Convergence absolue Convergence absolue et convergence

Si f est cpm sur 1

/ ’ f ‘ converge —> / f converge et ‘ / f ’ < / | f ’ / f converge absolument —- / f converge
I I I I I I

Intégration par parties

Si f et g sont C! sur [a, b]
[; fg' et f[a . f'g sont de méme nature
Si elles convergent, f[%b[ fg =lim,_, f(z)g(z) — f(a)g(a) — f[a,b[ f'g
De méme pour d’autres formes d’intervalles

lim, ;- f(z)g(x) existe et est finie — {

Changement de variable

Si ¢ est C! et strictement croissante sur [a, B[ et p(a) = a, p(8) = lim,_, 5- ()
Si f est cpm sur [a, b]

b B
/ f et / Flp(u))¢' (u)du sont de méme nature

b B
Si elles convergent, / f:/ fp(w)¢' (u)du




Intégrales a parametre

Soit une fonction

f: X xT—R
(z,t) = f(z,t)

Continuité

VieT,z— f(x,t) estsur X

(Vz € X,t— f(x,t) est cpm sur T) = g:x— / f(x,t)dt est continue sur X
T
Jp cpm et intégrable sur T,V(x,t) € X x T, |f(x,t)| < ¢(t)

Dérivabilité
VteT,x— f(z,t) est surX
t — f(x,t) est intégrable (et cpm) sur T g:x— [, f(x,t)dt est Ct sur X
Vo e X,t— f(z,t) 5 - = of
(t — 9L(2,t) est epm sur T) g'(z) = / —(z,t)dt
Ox \*7? ox
T
Jp cpm et intégrable sur T, V(x,t) € X x T, %(w,t)‘ < p(t)
Dérivations successives
Vte T,z f(x,t) est surX
Vi < k,t— %(x,t) est intégrable (et cpm) sur T gz /Tf(x,t)dt est C* sur X

Vo € X,t— f(z,t) ) — o

k
(t > %(m,t) est cpm sur T Vi < k, g9 () :/ (xz, t)dt
T oxJ

Jdp cpm et intégrable sur T,V(z,t) € X x T, %(x,t)‘ < o(t)




